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ABSTRACT. — In relation with the Born—-Oppenheimer approximation,
we study the scattering operator S associated to a 2 x 2 semiclassical
matricial Schrodinger operator, near a non-trapping energy level. Under
some gap condition and assumptions of analyticity and decay at infinity,
we show that the two off-diagonal elements of S are exponentially
small as the semiclassical parameter tends to zero. Moreover, the rate
of exponential decay can be explicited depending on the behaviour in the
complex domain of the two electronic levels. © Elsevier, Paris

RESUME. — En relation avec 1’approximation de Born—-Oppenheimer,
on étudie I’opératzur de diffusion S associé a un opérateur de Schrodinger
matriciel 2 x 2, prés d’un niveau d’énergie non-captif. Sous une condition
de gap et des hypothéses d’analyticité et de décroissance & I’infini,
on montre que les deux éléments non-diagonaux de S deviennent
exponentiellement petits lorsque le parametre semiclassique tend vers
zéro. De plus, le taux de décroissance peut étre explicité en fonction
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562 MOHAMMED BENCHAOU, ANDRE MARTINEZ

du comportement dans le complexe des deux niveaux électroniques.
© Elsevier, Paris

1. INTRODUCTION

L’approximation de Born-Oppenheimer permet de réduire I’étude
spectrale des systémes moléculaires a noyaux lourds a celle d’opérateurs
de Schrodinger matriciels généralisés du type :

Hy = —h?AJdy +V(x) +hR.(x, hDy)

ot h? désigne le rapport de masse entre les électrons et les noyaux, Iy la
matrice identité de C¥ (N dépendant du niveau d’énergie 7 étudié), x la
variable de position relative des noyaux, V(x) est une matrice symétrique
N x N, et R.(x, hD,) est un opérateur matriciel h-pseudodifférentiel
d’ordre 0 et de degré 1 : voir par exemple [10] et les références qui
y sont données. D’autre part, il apparait que 1’étude de la diffusion de
telles molécules peut également, dans certains cas, se ramener a celle
de la diffusion associée a I’opérateur Hy précédent : il est prouvé dans
[8] et [9] que ceci est notamment le cas lorsque N =1 et que ’on
s’intéresse a un niveau d’énergie de diffusion non-captif pour le systeme
classique sous-jacent. En fait, lorsque N > 2 on peut vérifier que les
méthodes de [8] se généralisent si I’on suppose en plus que les niveaux
électroniques intervenant dans Hy ne se croisent pas : la condition de
non-capture doit alors étre faite relativement aux N syst€émes classiques
sous-jacents (& ce propos, voir par exemple [5]). C’est dans cette optique
que ’on s’intéresse ici a la théorie de la diffusion associée a I’opérateur
de Schrodinger matriciel 2 x 2 :

—h*A + Vi(x) hR(x,hD,)
hR(x,hD,)* —h*A+ Va(x)

ol V; et V; sont supposés ne jamais se rencontrer sur R” (i.e. Vi(x) #
V;(x) pour tout x € R"), et lorsqu’on se place pres d’un niveau d’énergie
7o non-captif pour les deux hamiltoniens classiques p;(x,§) = £2 +
V;(x), j = 1,2. Sous des hypothéses convenables de comportement a
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ESTIMATIONS EXPONENTIELLES 563

’infini, 1’opérateur de diffusion S associ€ a P peut étre défini, et est lui-
méme un opérateur matriciel du type :

S1,1 81,2
S$2.1 82,2

ou les S x sont des opérateurs born€s sur L%(R"). Le but de notre travail
est alors d’obtenir des estimations lorsque 4 — 04 sur les €léments non-
diagonaux S; et S, .

Il suffit de dessiner une figure dans 1’espace des phases pour se
convaincre qu’il s’agit en fait 1a d’un cas d’effet tunnel microlocal :
les deux variétés caractéristiques {p;(x, ) = 1o} et {p2(x,&) = 10} ont
une intersection vide, et d’une certaine maniere S , et S représentent
des quantités lies a la possible transition des électrons au cours du
temps entre ces deux variétés. Des lors, on s’attend a ce que S; et Sz
soient exponentiellement petits lorsque 4 tend vers 0, avec un taux de
décroissance d’autant plus grand que les deux variétés caractéristiques
sont €loignées 1’une de 1’autre.

Une méthode raisonnable pour démontrer ce type de résultat semble
étre d’utiliser les estimations microlocales a poids exponentiel introduites
dans [11] (voir aussi [16]), qui ont par ailleurs conduit a des résultats
similaires dans le cas d’hamiltoniens dépendants du temps : voir [12,
1] et [7]. Par rapport a ces travaux, on rencontre cependant ici une
difficulté supplémentaire considérable : la décroissance en temps n’est
plus acquise dans I’hamiltonien lui-méme (puisqu’il est indépendant du
temps), et ne peut étre obtenue qu’a travers le flot quantique. Ceci conduit
inévitablement a une certaine perte, qui provient principalement du fait
que si f est une fonction de troncature en énergie supportée pres de Ty,
alors pour tout s > 0 on a (cf. par exemple [21,6] ou [4]) :

[[(x)~ F(PYE P Mx) = || = O((2) )

c’est a dire que, d’une certaine maniere, il faut deux facteurs de décrois-
sance spatiale en (x)~* pour obtenir un seul facteur de décroissance tem-
porelle en (1)~ (ici on a noté (u) = (1 + u?)!/2). Pour cette raison, le
schema itératif suivi dans [12,1] et [7] devra dans notre cas s’arréter lors-
qu’on aura ainsi épuisé la décroissance spatiale fournie par les coeffi-
cients de P. De ce fait, le taux de décroissance exponentielle que 1’on
obtient dépend de maniere essentielle de cette décroissance spatiale : si
les coefficients de P décroissent comme (x)~° a I’infini (avec p > 1),
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564 MOHAMMED BENCHAOU, ANDRE MARTINEZ

notre résultat affirme essentiellement que pour tout s > 1 assez grand
(explicitement en fonction de p) et pour tout ¢ > 0 ona:

0 Si»

= O~ E@-)/hy
S$1 0

f(Po)(x)™*

o

uniformément par rapport a & > 0 assez petit. Ici, Py est I’opérateur
libre de référence, f tronque prés d’un niveau non-captif, et X' (p) est
une constante positive explicitement déterminée a partir de o et du
comportement dans le complexe de V; et V, (voir le Théoreme 2.1 pour
plus de détails). Notons qu’un résultat similaire a ét€ annoncé dans [17],
mais avec des hypothéses de décroissance sur V plus fortes que les
notres (hypothéses qui devraient effectivement permettre de se passer des
facteurs en (x)~* dans I’estimation precedente).

Pour simplifier un peu la lecture, on a choisi d’adopter ici le plus
possible la présentation déja suivie dans [12] et [1]. En particulier, les
titres des sections sont volontairement trés similaires a ceux de [1] (& part
les Sections 5 et 6 qui sont particuliéres au probléme qui nous occupe ici).
Cependant, si le schéma général de la preuve reste le méme, en revanche
les détails en sont fondamentalement différents précisément a cause de la
constante necessité que 1’on a ici de traduire les décroissances spatiales
en décroissances temporelles.

Note. Cet article constitue 1’achévement d’un travail commencé par
M. Benchaou alors qu’il préparait sa thése de Doctorat a I’Université
Paris-Nord. C’est sa tragique disparition, survenue a la suite de I’attentat
de la gare de Port-Royal & Paris du 3 décembre 1996, qui I’a empéché de
mener cette étude jusqu’a son terme.

2. HYPOTHESES ET RESULTAT PRINCIPAL

On s’intéresse 2 la théorie de la diffusion dans H = L*(R") @ L*(R")
pour I’opérateur :

2
p_ —h“A+ Vi(x) hR(x,hDy,) @)

hR(x,hD,)* —h>A + V,(x)

o R(x,hDy) =)
degré 1, et Vi, V; et ¢, (Ja| < 1) sont des fonctions analytiques réelles

< Ca (x)(hDy)* est un opérateur différentiel de
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ESTIMATIONS EXPONENTIELLES 565

sur R”, qui admettent des prolongements holomorphes dans une bande
complexe

S.={z€C"|Imz| <a} (2.2)
et vérifient :
Vi@ = 1] + |ca (@] = O(121 )
lorsque |z| > 00, z€ S, (j=1,2) 2.3)

avecl;, b eRetp>1.

Si I’on note
2
— /
py= | THATH 20 (2.4)
0 —h A+12

on peut alors montrer comme dans le cas scalaire 1’existence et la
complétude asymptotique des opérateurs d’onde :

Wyi=s— , Ligcnoo e'tP ik (2.5)

et on définit 1’ opérateur de diffusion :
S=Wiw_ (2.6)

qui est un opérateur unitaire sur H, et peut s’écrire sous la forme :

NER)
s=| Mo (2.7)
$2,1 822
ou les S; x sont des opérateurs bornés sur L*(R").
Dans ce travail, on cherche a obtenir des estimations sur certaines
normes de S;, et S, en précisant leur comportement lorsque le

paramétre semi-classique # > 0 tend vers 0. L’hypothése géométrique
essentielle que I’on fait est la suivante (hypothése de séparation) :

Iy = ian Vi(x) — sup Va(x) > 0. (2.8)
xeR”

xeR"

Notons qu’il s’agit 1a d’une hypothése plus forte que 1’hypothése de
gap habituelle. Voir néanmoins la Section 11 concernant le cas ol I’on
suppose seulement que inf(V; — V,) > 0.

Vol. 71, n® 6-1999.



566 MOHAMMED BENCHAOU, ANDRE MARTINEZ

D’autre part, on va se contenter de travailler prés d’une €nergie de
diffusion non-captive dans le sens suivant : on se donne un réel to
vérifiant :

79 > inf Vi(x) (2.9)
xeR”

et, notant p;(x,§) = £ + Vi(x) (j = 1,2), on suppose que pour tout
(x,&) € R? vérifiant p;(x,&) =19, ona:

|exptH,, (x,&)| = 00 (It] =005 j=1,2). (2.10)

Ici,
_0p; @ dp; d

PiT 98 9x  dx Of

désigne le champ Hamiltonien associ€ a p;.
Pour A €]sup V>, iﬁlf Vi, on définit :
R" :

k() =sup {x €10, af; A (= Vi@) (= Va(@)| > 0} @11

et il est facile de voir que la condition de séparation (2.8) entraine que
k(1) > 0 sur ]supga V2, infg» V;[. On pose :

ian|
k(X))
o= ———dA 2.12
0 i W (2.12)
sup V2

qui est donc une constante strictement positive, et pour p > 1 on définit :
2 sil<p<5/2;
N(p) = T A S R e E )
Max{j eN; j<p+3} sip>5/2

ainsi que

1
Notant aussi (x) = (1 + |x|?)!/? pour x € R”", notre résultat est alors :

THEOREME 2.1. — On suppose (2.3), (2.8), (2.9) et (2.10). Alors, pour
tout € > 0 il existe § > 0 tel que, pour toute fonction f € C3°(Ito — 6,
70 + 8[) et pour tout s > N(p)/2, ona:
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ESTIMATIONS EXPONENTIELLES 567

H(x)‘f( D) pm

=0 (e @)=k (2.15)
5, 0 ( )

L(H)

uniformément par rapport a h > 0 assez petit.

Puisque X'(p) — X lorsque p — 400, on déduit en particulier de ce
théoreme :

COROLLAIRE 2.1. - Si de plus (2.3) est vraie pour tout p > 1, alors
pour tout WW € S(R") et pour tout ¢ > 0 il existe § > 0 tel que, pour toute
fonction f € C°(Jto — 8,10+ 8[) ona:

= O (e~ 079/ (2.16)

0 51,2
HW(x)< >f(Po)W(x)
52‘1 0 L(H)

uniformément par rapport a h > 0 assez petit.

3. REDUCTION DU PROBLEME

On peut supposer sans perte de généralité que 1 < s < p dans le cas ou
p<5/2, et

N(p) 0
2 2
dans le cas ou p > 5/2. Du fait que f(Py) se représente par une matrice
diagonale sur L2(R") @ L%(R"), et qu’il commute avec S, il s’agit en fait
(quitte a remplacer f par f2, ce qui est rendu possible par le fait que
(x)* f(Po){x)~* est uniformément borné) d’estimer les quantités :

Ay ) = (st (%) rew=( ) e
0 0 /I H

et

I o= + -5 O —s (PJ
A(<Po,§0o)=<5f(P0)(x) ( >,f(Po)<X> ( )> (32)
(2 0 H

uniformément par rapport a h et par rapport a gooi e L*(R") vérifiant
IIgoOille(Rn) = 1. Par densité, on peut méme en fait supposer que (p(:)t €
H?R").

Vol. 71, n° 6-1999.



568 MOHAMMED BENCHAOU, ANDRE MARTINEZ

On va se contenter d’écrire la preuve pour A(¢;, ¢y ), celle pour
A'(¢g @) étant similaire. Remarquons d’abord que pour tout 7 € R, on
a:

Ao 90) = <W—f(P°><x>_X<¢°_>, W+f(P0)(x)_s( o )>
0 Yo H
= {07007y (3.3)
avec :
om0 =e"TTIW_f(Po)(x)™ (wo_ ) :

0
3.4)

o

En particulier, p*(t) = e*(t,x;h) € C'(R; LXR")NCOR; H2(RY)) et
sont solutions de

@t (0) ="MW f(P)(x)™ ( 0 ) :

(hD, — P)pE =0. (3.5)
De plus, si pour ¢ = (51 ) € H on note
2
Iy =;, (3.6)

il est facile de voir en utilisant (2.5) que 1’on a par construction :
Mo~ @) =0 @¢— +00) (3.7

et
Mot @] >0 (- —o0). (3.8)

L’idée de la preuve sera d’exploiter (3.5) associé aux conditions (3.7) et
(3.8), pour en déduire des propriétés de localisation microlocale de ¢~ ()
et () par rapport aux variables (¢, x). De ces propriétés, il s’en suivra
que ¢~ (¢) et ¢t (¢) ne vivent pas dans les mémes régions de I’espace des
phases de R, x R’ (ou plutdt de ’espace T*R, x R}, ot T*R, désigne
le cotangent de R; et & la variable duale de x), ce qui entrainera que leur
produit scalaire est exponentiellement petit. Signalons qu’un tel procédé
a déja été employé dans [12] pour I’étude de certaines probabilit€s de
transition en théorie adiabatique, puis dans [1] pour I’étude de I’opérateur
de diffusion associé a un opérateur de Klein—-Gordon matriciel.

Annales de IInstitut Henri Poincaré - Physique théorique
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4. MICROLOCALISATION

Soit ;1 > 0 (que I’on fixera ensuite assez petit). Pour u € S'(R; x R?),
(t,7,6) e RxRxR"eth >0, on pose :

Gu(t,t,&;h)
—(2“)% it—t")t/ h—pu(t—1")2 ) 2h—ixE [ h,, /o1 /
= 2 h !1_;,_:1 / e M(t,x)d[ dx. (41)
(N )2 4R,/xRﬂé

Il s’agit donc en fait de la transformée de Fourier de u par rapport a x,
composée par une transformation de F.B.I. par rapport a ¢ (on renvoie
a [20] pour plus de détails concernant les transformations de F.B.L).
D’autre part, le coefficient qui précede I’intégrale a été calculé de telle
sorte que pour u € L*(R, x R"),ona:

”Gu“LZ(R"+2) = ”M||L2(Rn+1). (42)

Du fait que la quantité (¢~ (¢), ¢ (#)) est constante par rapport a ¢, on
peut alors voir comme dans [12] Lemme 4.4 que I’on a pour tout € R :

(9~ (), pF (1))
= <G§0—(t, T, E)! G(/J+(l, T, S)>L2(RrXRg)®L2(R1XRg)' (43)

De plus, d’apres (3.5), les fonctions

Yt =Gop* 4.4
sont solutions de
(hD, — Q)Y * =0 (4.5)
avec
, _
Q:(S +Vi(=hDy) , hk ) (4.6)
hR* £% + Vo(—hDy)

o R = ﬁ(&,hDg) := FR(x,hD,)F~!, F étant la transformation de
Fourier semi-classique définie par :

Fu(g: h) = / e My (x) dx.

Avec des notations évidentes, ces fonctions vérifient également :

Vol. 71, n° 6-1999.



570 MOHAMMED BENCHAOU, ANDRE MARTINEZ
LEMME 4.1.- Ona:
| My~ (2, 7, ‘E)“LZ(RTXRE) — 0 lorsque t — +00
et
|y, T, “g‘)HLz(Rerg) — 0 lorsque t — —00.

Preuve. — Du fait que I jlﬂi =GII ﬂpi (j = 1,2), un calcul direct
donne :

1
2 12 2 —u(t—t)? 2
||Hj1/ji||L2(Rerg) = <—27[h> /e n(—t") /2h||nj(p:tHL2(Rn) dt/

d’olt I’on déduit facilement le résultat en coupant I'intégrale en deux
parties (suivant que |t — ¢'| < (¢t)/2 ou |t — t’| > (t)/2) et en utilisant
3. 7et(3.8). O

5. ESTIMATIONS PRELIMINAIRES
Pour 1 < s < p, on note A(s) ’ensemble :
A(s) = {(s1,52) €R%* 5, >0, 5y <Min(s, s25) —3}. (5.1
Avec s et ¢ comme dans (3.4), soit (s, 52) € A(s) et posons
wt = (1) (x) "2p* (5.2)
ainsi que
vi=Gut = (t —hD,)) (hD;)™2y* (5.3)
ou, pour des raisons d’analyticité, on a posé€ ici :

1/2

(t)p = (b* +1%) (5.4)

avec b > a qui sera précisé plus loin. Dans la section suivante, on
cherchera a obtenir des estimations sur la décroissance exponentielle de
v* lorsque & — 0. Ici, on commence par montrer :

LEMME 5.1.— Onau* € L*R"t") @ L2(R"*!) et

+
”M ”Lz(R"'H)Q)Lz(R”'H) = 0(1)
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uniformément par rapport a h > 0 assez petit et qogt € H*(R") vérifiant
leg Il = 1.

Preuve. — On peut supposer sans restreindre la généralité que s, < s.
Puisque ¢* € L®(R; L2(R") ® L>(R")) et s, — s; > 1/2, il suffit alors
de montrer que :

| (x)_szgoiHLz(Rﬁ)@Lz(Rﬁ) =0((1)™)

uniformément par rapport i ¢, h et @i

Du fait de I’hypothese de non-capture (2.10), on peut d’abord const-
ruire comme dans [2] une fonction de fuite G (x, &) pour & 24 V;i(x) au
niveau d’énergie 7. Puisque inf |V, — V;| > 0, on peut ensuite recoller
G, et G, (suivant en cela une idée de [5]), de telle sorte que la fonction
qui en résulte soit une fonction de fuite aussi bien pour £2 4+ V; que pour
£2 4+ V,. Quantifiant cette fonction comme dans [2], on obtient alors un
opérateur conjugué a P au sens de la théorie de Mourre [14], qui permet
d’obtenir I’estimation des valeurs au bord de la résovante de P suivante :
Yv > 1/2,

[(x) (P — 2 £i0) " (x)"|| =0

uniformément par rapport a /4, et pour A dans un voisinage réel assez petit
de 1. Cette estimation signifie que (x) " est P-lisse au sens de [18], eton
peut alors en déduire comme dans [21] Theorem 4.1 que si f € C5°(R),

Supp f est dans un voisinage assez petitde tp, et s, >0ona:
[Ge) =2 F(PYe" /M x) =2 | = O((1) 7). (5.5)

En suivant ensuite les constructions faites dans [6] (et notamment en
contr6lant la dépendance en ), on peut alors en déduire pour 0 < 55 <5 :

[{x)2 W f (Po)(x)~* || = O(1). (5.6)

Finalement, choisissant f et f de telle sorte que f=1sur Suppf, le
lemme en résulte en écrivant :

() 720" = ()72 F (P 0) ™) (1) W f (Po) (x) ™) By

Vol. 71, n°® 6-1999.



572 MOHAMMED BENCHAOU, ANDRE MARTINEZ
6. LOCALISATIONEN

Avant de pouvoir adopter la stratégie de [12], on va d’abord exploiter
ici la présence de la localisation en énergie f(P;) pour en tirer un résultat
de décroissance exponentielle de ¥* pour 7 en dehors d’un voisinage de
7p. Plus précisément, on va montrer :

PROPOSITION 6.1. — Pour tout v > 0 et pour tout C > 0, il existe
o > 0 tel que si u < wo, alors :

HeC(T)/h ()" <hD€>_s2‘/fj# ||L2(|r—r0l25+v) =00)

uniformément par rapport a h > 0 assez petit et <péC € H?*(R") vérifiant
+
oo i =1

Preuve. — Soit f € Cro—8—v/2, 19+ 6+v/2]) telle que f=1sur
[to — 8, To + &]. En particulier, on adonc f f = f. Du fait de la propriété
d’entrelacemant des opérateurs d’onde, on a alors par construction :

o=t = f(P)p* (1)
d’ou I’on déduit immédiatement :

vE = f(Q)y* (6.1)

ol I’égalité a lieu par exemple dans L¥(R,; L*(R, x R}) & L*(R, x
R})).
Soit ensuite 8 = B(t) € C*°(R; R,) telle que :

B = 0 dans un voisinage de Supp f 6.2)
B(r) = C(t) pour [T — 19| 26 +v

11 suffit donc d’estimer ||e?/#w*||, ot ’on a noté :
w* = By* (6.3)

avec B = (t)"' (hD¢)™*2. On voit par une technique standard de commuta-
teurs que pour tout z € C\R, les opérateurs B(Q — 2)"'B et B(hD, —
z)"'B~! (définis sur B(L?(R"*?))) se prolongent en des opérateurs bor-
nés sur L2(R"*?), de norme O(|Imz|~™) pour un certain Ny > 0. Uti-
lisant alors le calcul fonctionnel des opérateurs h-pseudodifférentiels
se trouvant dans [3], on en déduit que les opérateurs B f (Q)B~! et
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ESTIMATIONS EXPONENTIELLES 573

B f (hD,)B! se prolongent également en des opérateurs bornés sur
LZ(Rn+2).

En particulier, f(Q)y¥ et f(hD,)y* ont un sens comme éléments
de B~'(L*(R"*?) @ L2(R"*?)), de méme que (Q — z)~'y* et (WD, —
2)~ 'y pour z ¢ R. On déduit alors aisément de (4.5) que 'on a :

Q-2 '"W*r=hD, —2) 'y*

et donc, en utilisant a nouveau le calcul fonctionnel des opérateurs h-
pseudodifférentiels :

FOW* = f(hD)Y*. (6.4)

On en déduit, d’apres (6.1) :
y* = f(hD)y*. (6.5)

On utilise maintenant I’estimation microlocale a poids exponentiel
suivante, qui résulte par exemple de [16] Proposition 8, du fait que
B(1 — f (hD,))B~! est un opérateur h-pseudodifférentiel qui commute
avec e#™/" et du fait que 9, B reste borné : pour tout u € C°(R"*1),

[P/ B(1 — f(hD))Gul’
=|(1 = f(x = 1. 8) P " BGu|* + Oh)|| e’ /" BGu|* (6.6)

uniformément par rapport a h et u € C{°(R"™!). En particulier, pour A
assez petit on aura :

(1= Fx = 13:8)) """ BGu| = O(|| /" B(1 - F(hD))Gul)

+OW)| f(z = nd.preP " BGu|® 6.7)

avec la méme uniformité.
Par un argument de densité, on voit que 1’on peut appliquer (6.7) avec
u = ¢*, ce qui, d’apres (6.5), donne :

11— Fx = ndep))e |
=OWh)| f(x — ud. pref O hw*||. (6.8)
Utilisant alors la propriétfi (6.2) de B, sil’on choisit u assez petit on aura
B =0 sur le support de f(t — ud,B), et dans ce cas (6.8) devient :
(1= f(x = 3 §) P " w*|| = O(Vh) | f(x — ud.pyw*|. (6.9)
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D’apres le Lemme 5.1, on en déduit finalement :
(1= f(x — pnd.B))ef P w*|| = 01) (6.10)

uniformément, d’ou le résultat voulu. O

7. ESTIMATIONS MICROLOCALES A POIDS EXPONENTIEL

On reprend maintenant la stratégie de [12] et [1]. Soit g = g(7,§) €
C>®(R"!) bornée telle que sup |d:g| < a et sup|d.g| < b. Dans cette

N

section, on va chercher a préciser g pour avoir des estimations sur
e8! My,

Tout d’abord, d’aprés [12] Lemme 2.2, on voit que pour tout u €
L> R ona:

5" h D, = T + n3eg)Gutl |2 oz
= O |[e¥" Gul[}2 o) (7.1)

D’autre part, grice aux hypotheéses faites sur V;, V, et R, on voit que
I’ opérateur

0, := et/ Qe 8/ = Q,(t,&,hDg) (7.2)

est un opérateur h-pseudodifférentiel de symbole principal :

E2+ Vi(—E* —i0sg) 0 )
. (1.3)

qo(t.&.&%) = (
0 E2 4 Vo(—E* —id:g)

On se donne maintenant ¢ > 0 assez petit, et on suppose que g vérifie en
outre :

SuppVg C {1 — £? € [sup V + 2¢,inf V; — 2¢]}
U {|t — ol > 28} (7.4)

|9:8(z.6)] < (k (z —§%) = 2¢)

ol I’on a posé x (1) =0si A ¢ ]sup V,, inf Vi[.
Du fait que « est continue sur Jsup V,, inf V;[ (cf. [12] Section 3), on
peut alors fixer 1 > 0 assez petit (en fonction uniquement des valeurs de
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¢ et b) de telle sorte que :

SuppVg C {t — &% — pd,g € [supV, + ¢, inf V; — el}
U {|r — 7| > 28} (7.5)
|9:8(T, )| < (i (t — &> — nd.g) —¢),.
Si pour j =1, 2 on pose
vjt =17jvi
(ot v* est définie en (5.3)), on a alors :

PROPOSITION 7.1.— Pour tout €, g vérifiant (7.4) et ju vérifiant (7.5),
il existe C = C(g, ¢, u) > O telle que :

le#" vl 2 < Chlled ™3| 2 + CeE /M 0E | L2r —e2sine v, 2y

+ Ce o/h (7.6)

et
h, + h, + _/h +
e2/" v 2 < Chlle® ™ vif || 2 + Ces~ "5 [l 2e—e2 <supvit2e)

+ Ce 20/h (7.7)
ou

8+ = 8|[z—§2>infv1—2e;|z—ro|<25}
et

8- = ghz—ngup Va+2e; |t —10| <268}
(qui sont constantes d’aprés (7.4)).

Preuve. — D’apres (4.5), les fonctions v* vérifient I’équation :
(hD,— Q4+ R)v* =0 (7.8)
avec
Ry = [(t —hD.)""(hDg)™ ,hD, — Q] (t — hD.)™"" (hDg)*".

Le calcul pseudodifférentiel semi-classique standard (cf. par exemple
[19]) et les hypotheses faites sur V;, V, et R donnent alors :

R = [52, (hDg)™?)(hDg)> + hRy(t, &, hD,, hDs; h)
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ol R, est un opérateur h-pseudodifférentiel, de symbole rp(z, &, 7%, &)
uniformément borné et analytique par rapport a t* dans S, et £* dans S,,.
En particulier, on aura :

[|e/" Rye™#/"|| = O(1)

uniformément par rapport a 4.
D’autre part, passant 2 nouveau dans les coordonnées x a I’aide d’une
conjugaison par F~', on voit que

W FHE)THE (hDe) [ D) F
= (hD,) ™ [ hA, (x)72](x)"

est lui aussi un opérateur h-pseudodittérentiel uniformément borné, de
symbole analytique par rapport a x dans S,. On en déduit :

e/ Rie™¢/"v¥|| = O (]| &)e ™/ v*|)) (7.9)

uniformément pour £ assez petit.

Notant Q9 = Op,’ (q7) et utilisant (7.8), (7.1) et le fait que &) Q,—

Qg) = (O(h) uniformément, on obtient :
|(hD, — Q%) e!/"v*|| = O(h)||(§)e* "v¥|| (7.10)
d’ou, a I’aide de (7.2) :
I(r — ubeg — &2 — B et/ M|
= Oh)||e*/ v ||* + O(h?) || §)et v ||* (7.11)
(j=1,2),oul’on a posé :
BY = Bi(1,&, hDy) :=e%/"V;(~=hDg)e */" (7.12)

qui est donc un opérateur h-pseudodifférentiel uniformément borné, de
symbole principal V;(—&* —id;g(t, ). Du fait que g a €t€ prise bornée,
on voit qu’en utilisant la Proposition 6.1 avec C assez grand, on aura en
particulier :

2 _
I( — udeg = BY) e " v [ 2 qyzan = O™ (7.13)

et donc, d’apres (7.11) :
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H(S)zeg/hv;tHiz(|‘r——ro|>25)
= O ||’ "vE|* + O (h?)]|(€)es/ "v*|* + O (e 2%/ H).
En particulier, pour % assez petit on aura :
| <§)2eg/hvji”5,2(11—10923) = O(h)Heg/hvjj':”z
+ O (€1 " || o <oy + O 2. (1.14)
D’autre part, si C’ > 0 est assez grand, on a :
H(E)eg/h”i”22(11—r0|<25;|51>c')
= O([|(x — ndeg — &% — B et/ vt|?). (7.15)
On déduit de (7.11)—(7.15) que I’on a donc en fait, pour 4 assez petit :
(2 — noeg — &% = Bf)e/ Mo
= O e’ "v¥|)* + O (%) [ v*|* + O(e 20/ (7.16)

Maintenant, grace aux conditions (7.4)—(7.5) et a la définition de
Kk, on voit qu’il existe une constante C, > 0 telle que pour v — &2 ¢
[supVo+¢,infV; —gleté*eR”, ona:

[ — uieg — £ — Vy(—£" — i0g)| > Ci G=12. @17
D’autre part, si T — £2 < sup Vo + e et |t — 19] < 26, alors
T udeg — £~ Vi(=§" —idg)
=r—52—V1(~$*)<—%+e. (7.18)
De méme, si T — &2 >inf V| — g et |1 — 1| < 2, alors
T~ pudeg — £ — Vao(—E* —ideg)
=1— & = V(-£H) > % —¢. (7.19)
Soit x; € C*(R) telle que :
Supp 1 C]—o00,inf V| — g[
x1=1 sur]—o0,inf V] —2¢l.
Soit également x, € C*(R) telle que :
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Supp x2 C]sup V5 + €, +00[
x2=1 sur]supV, + 2¢, +00l.
A T’aide du calcul h-pseudodifférentiel, on peut alors facilement déduire
de (7.17)—(7.19) I’existence d’une constante C; > 0 telle que pour tout
ve CPR™?),ona:
~ [
[(z — udeg — & = BE) Xl 2r—rg <28 = C—1l|XjU||L2(|r—r0|<23)
(=12 (7.20)

ot I'on a noté x; = x,(t — £2). En écrivant v = x;v + (1 — X;)v, on
remarque aussi (puisque T — & reste borné sur le support de x; (1 — X;))
que 'on a:

I(z — ndcg — &2 — BS)v||”
> ||(t — noeg — &2 — BE) 3;0|° — O v l-1(1 = Z)vl)

ou il s’agit toujours des normes dans L?(|t — 19| €268). A l'aide de
(7.20), on en déduit :

~ 2 2
130122 —cp1<28) = O(“(T ~ ud:g =& = Bf) 0 12—
~ 2
+ ]| - Xj)vi”L2(|r—r0|<28))' (7.21)

Par un argument de densité, appliquant (7.21) & v = e#/ hvj-c et utilisant
(7.16) ainsi que la Proposition 6.1, on obtient donc :

~ 2 2 2
&e/ v = O (nlle¥ 2 + A2l
+[|(1 = R/ ME[” + 25 (7.22)
et par suite, en prenant s assez petit :

le#/ " |* = O (R¥|es/ o= | + || (1 = Zyet/ "vF | +e7220/"). (7.23)

Du fait que Supp(l — 1) C {r — &% > inf V; — 2¢} et Supp(1 — X2) C
{t — &2 < sup V5 + 2¢}, la proposition résulte facilement de (7.23) en
diminuant éventuellement encore 2. O

Une conséquence immédiate de la Proposition 7.1 et du Lemme 5.1
est :
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COROLLAIRE 7.1.— Soit g = g(t,£) € C®(R"!) telle que |9;g| <
(k(t — &%) — 2¢)y, sup|d gl < b, er Suppg C {t — &2 € [sup V5 +
2¢,inf V) — 2¢]}. Alors, pour j =1,2, 0ona:
Jes/"v¥ ], = O(1)

uniformément par rapport a h > 0 assez petit et o € H*(R") normalisés
dans L*(R").

Utilisant ensuite (7.1) et la Proposition 6.1, on déduit de ce lemme que
sous les mémes conditions on a pour tout entier k > 0 :

|[(RDyY es || . = O(1)
d’ou, a I’aide de (7.8) :
[€)2(hDyYres/ v || o = O(1).
Remarquant aussi que la transformation G vérifie :
hD,G = (t +iuhD.;)G (7.24)
on obtient également pour tous entiers k, [ :
€ (RD)* (D) e# v |, = O(1). (7.25)
Enfin, écrivant que
(hD)' ()" = (hDo)'(t — hD:) ™1 (1) (t — hD,)"
et utilisant le fait que (au sens des opérateurs) (¢)*' < (t — hD,)"' +
(hD)" lorsque s; > 0, et (t — hD,)™" < (hD;)™"" + (t)™"' lorsque
s1 < 0, on déduit facilement de (7.25) :
162 (hD)* (KDY (1) (h D) =28/ "y || 1, = O(1) (7.26)

ou le O peut dépendre de b et ¢, mais pas de h.
Considérons alors la fonction g définie par :

817, &) = fi(tr, T — £ Liinv, 400l (T) (7.27)

avece
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A
. K (0) «(6)
fl(r,k)—Mln{ 2Fd8 /2J?1— }

sup Vo
X Lisup vainf vy (A)- (7.28)
Du fait que pour presque tout (7, &) on a |d:g| < 280, fi(r, T — £ =
k(T —Ez) et 0,81 = O(|t —inf V; l_l), on voit que, ¢ > 0 étant donné, on
peut alors trouver g € C®(R" ) et b=b, > a tels que sup|g — g1| < &
et les conditions du Corollaire 7.1 soient satisfaites. L’estimation (7.26)
permet donc finalement d’énoncer :

COROLLAIRE 7.2. — Avec g défini en (7.27), pour tout € > 0 si t >0
et § > 0 sont choisis suffisamment petits on aura, pour tout k,l € N :

&) (R D) (D) (1) (hDg) ™28 "y | o = O (/")

uniformément par rapport a h > 0 assez petit et (pff e H*(R") normalisés
dans L*(R").

8. PROPAGATION DES ESTIMATIONS

Reprenant maintenant la stratégie adoptée dans [12], on va en déduire
des propri€tes de décroissance exponentielle de v; (respectivement
v)) dans la région {r — &% €] —o00, inf V|]} (respectivement {r — &7 €
[sup Vz, +-00[}).

Soit A; € ]sup V,, inf V|[ le point ou la fonction f(zp, A) définie en
(7.28) atteint son maximum. En particulier on aura alors sur {£% =
To— A1}

g1(10.8) =1 %0. (8.1)

Soit maintenant § > 0 assez petit tel que la localisation en énergie f(P;)
vérifie :

Supp f Clro — 8, 1o +4[ (8.2)
et soit xg € C*°(R,) telle que :

Supp x5 C [VTo — A1 — 28, /10 — A1 + 28], (8.3)

Xo= 1 sur [0, vV To— )\1 — 23], (84)
xo=0 sur[v/t9— A+ 268, +o0], 8.5)
Xo < 0. (8.6)
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Posons x (&) = xo(|€]). D’apres (4.5), on a donc :
(hD, — Q)xv¥™ =[x, QI ™. (8.7)

On commence par montrer :

LEMME 8.1.— Pour tout (s1, s2) € A(s) et pour tout &€ > 0, si . >0
et § > 0 sont choisis suffisamment petits, on aura :

[ty (hDe)* =[x, QIY*|| = O(e==1/1)

avec
=15
Preuve. — Du fait que
,Vi(=hDs) —1 hix, R
be]:([x |(hDe) = h] Lx. R] > @9
h{x, R*] [x, Va(=hDg) — I5]

il suffit d’examiner :
(hDg)? =[x, c(hDg)(€)| (hDg) w7
ou c¢(x) vérifie (2.3), et ot I’on a posé :
wi = ()" (h D)2 Y (8.9)

Ecrivant :

§2.,E !
X, ch D) ENhDe)jwy = s

[ e ) - x@))
R2n
X c(E*)E) (D) wT (1, T, &) dE' dE”
on effectue ensuite le changement de contour d’intégration :
£-¢
=&

ou 0 <a’ <a,etv > 0 peut étre choisi arbitrairement petit. On obtient :

= Gy | € 2 @)
R2n

R's& > £* +id

(X, c(hDg)(€)] (h D) 2w
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’ S _-gl

c(s* +ia @_—ET> (&) (hDe)Pwk(t, 7, &) dE' d§*  (8.10)

avec

no new L E—EN?
A = — _
(. 6,€)=i(6 — 808" —d -

et ou en fait ’intégration se fait sur {x (£§) # x(§)}.
Or, du fait des propriétés (8.3)—(8.6), il est facile de voir que si

x (&) # x (&), alors :
[1E] — 1&']] = |I€'] — VTo— M| — 28 (8.11)

(il suffit pour cela de distinguer suivant que ||&'| — «/To — A1 < 28 ou
> 26).

De plus, puisque |k (A)| < a, on a par constuction (pour T > Aj) :
g1(t, &) > < Eo—a“él—\/f—)w‘) (8.12)

et donc d’apres (8.11), en prenant a’ suffisamment proche de a, on aura
sur {x (§) # x (&)} et pour |7 — 19| < 28 (8 > 0 assez petit) :

alE &> Eo—gl(ré)—(3+2a)5
d’ou également :

- s|2>
e

Si xi(z, &, &) est une fonction de troncature valant 1 lorsque I’inégalité

(8.13) est satisfaite, et supportée dans {a’ E—%— > 2270 —g1(1,&) -3+

2a)8 — 2av}, on peut donc écrire pour |t — Tp| < 2

[X, c(hD)(E)] ¢h D) 2w

1 p
__ / ACE Iy (2 8 £ (x(8) — x (&)

Xo—gi(t, &) — (3+2a)8 —av. (8.13)

Qrh)yr .
R2n
xe(gia S ) hDe P € dE e
E—¢ )
1 52 A EE)/ _
= | (e; X168 (X(€) = X(€)
R2n
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= (27-[1,1)" /€i($—$,)5*/h5(r,§,§’,§*; h)egl(r,é’)/hw;t(t’ T,sl) df/df*

R2n
(8.14)

avec

&(t,E,E €5 h) = €_gl(t’€l)/h<hD§/ _ S*)Zzegl(ff’)/h

s -
a(t,£,6%)/h / _ / * / /
< (e 0068 (1®) = x@)e (6" +ia o ) €))

ou
g8

(E - gl)u
En particulier, du fait que sur le support de x; ona o > X1 — (3+2a)é —
2av, on voit que pour |t — Tp| < 2§ la fonction

a(T, E’S*)Za —+—g1(f,€/).

c (T, g, Sl; h) — e(zl—3(1+a)3—3av)/he—ot(‘[,§,§ )/hx1 (T, 3’_-, gl)

est bornée uniformément par rapport a 4, £, &', T et qu’il en va de méme
pour toutes ses dérivés par rapport a £, £’. Remarquant également que
|E—&'| > |&'|/2 lorsque |&'| est trop grand et x (§) # 0, la propriété précé-
dente est également satisfaite par la fonction c; = ¢1(7, &, &"; h)(x(§) —
x(§"))(£’). Comme de plus |3:g;| < a, on en déduit de maniére standard
que la fonction ¢ est un symbole d’ordre (§*)*27°, dans le sens qu’elle
vérifie des estimations uniformes du type :

3 g1 5:C = O((E)277)

pour tout y € N3, et uniformément par rapport & h,&, &, &* et 1.
Utilisant alors le théoréme de Calderon—Vaillancourt, on obtient pour
T — 1ol <26

142 De)* =[x, c(h De)(§)] ¢ De) w2y,
— 0(6(3(1+a)8+3av—21)/h Hegl/hw;t HLZ(Rg))

d’ou, a I’aide du Corollaire 7.2 :

[[{(hDg)? =2 [x, c(hDg)(§)] (h D)2 wji ||L2(|r—r0|<28)
— 0(6(4(1+a)8+3av_21)/h). (815)
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Finalement, la zone |t — 73] > 28 peut s’étudier de maniere trés
similaire, mais cette fois sans chercher a insérer le poids e¢'/”. A la place,
on utilise la Proposition 6.1 qui permet d’obtenir :

[|{h Dg)? X c(hDg)(8)] <hD€>22w;'t||L2(Lr—r()|>25)
=(’)(e'c/h) (8.16)
ou C > 0 peut étre rendu arbitrairement grand si I’on choisi u assez petit.
Le lemme se déduit alors immédiatement de (8.15) et (8.16). O

Revenons maintenant a (8.7) et notons

r* =D, — Q)x*y* (8.17)

xTi=x; X =1-—x. (8.18)
D’apres le lemme précédent, si € > 0 est donné et si u et § sont choisis
assez petits, on a donc :

()1 (hDg)P=52r%|| = O (e~ Z17/ ), (8.19)

On se propose maintenant de déduire de (8.19) que 'on a :
PROPOSITION 8.1. — Pour tout ¢ > 0, si . > 0 et § > 0 sont choisis
assez petits, alors pour tout (s1, s;) € AMin(s —1/2,p —5)) ona :
H (1) <hD5>_S2wiHLZ(i(r—EZ)):I:AI) — O(e—(2| —s)/h)
uniformément par rapport a h > 0 assez petit et <,00i e H*(R") vérifiant

gy llz2 = 1.

Preuve. — On va traiter seulement le cas de ¥, celui de ¥~ se faisant
de maniére similaire. On commence par montrer :

LEMME 8.2. — La quantité || x 5 ||L2(R,ng) tend vers O lorsque t tend
vers —o0.

Preuve. — Par définition de W, ,on a:
4o itPo/h [ 0
@, (1) =The J(Po){x) L] +e®
%o

= M IAAD D (LRIA 4 L) () g+ £()
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avec |le(®)|l p2gny — O lorsque 7 — —o0. D autre part, on a par construc-
tion :

x0(E) f(E*+ 1) =0

pour tout £ € R”. En conséquence :

Xo (1R D:1) @y (1) = xo(Ih Dy |)e(r) =: €t}

ou a nouveau [|£(t)|i 2gny — O lorsque t — —oo. Remarquant alors
que x¥; = G(xo(lhD])¢5), le résultat s’en déduit par un calcul
élémentaire. 0O

Il résulte du lemme précédent et du Lemme 4.1 que 'on a :
||X1/f+”L2(Rerg) -0 (t— —o0). (8.20)

D’autre part, du fait que Q est auto-adjoint, on peut écrire :
%(eaitg/hxl/ﬁ) _ ;l;emg/h(th — Oyt = %e‘"Q/hrJ"

et donc, intégrant cette égalité entre —oo et ¢ € R arbitraire, on obtient en
utilisant (8.20) :

t

vt ns = / 0 (¢ o E) dff 821)

—00

et donc aussi :

t

Foxvt 6= / S F OV T, 8)dr . (8.22)

—00

D’autre part, comme ¥+ = f (Q)¥*, on a (en utilisant le calcul
fonctionnel de [3]) :

(1—f@)xy*

. 1 rof
= [0 F@]yt = 3 Dl - 0yt dz A dz

2im 07
C
1 af
-/ U D - 0y, 01— 0"t dz ndz (823)
i c 07
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ou f désigne un prolongement presque-analytique de f au sens de [13].
Observant alors que la fonction v, := |[Imz|(z — Q) 'yt est comme
Y+ solution de (hD, — Q)y¥, = 0, et vérifie ¥, = f (Q)Y, ainsi que
KAl LR = O(1), on peut voir que les résultats des Sections 5-7

obtenus pour ¥* se généralisent 2 v, et permettent notamment d’obtenir
pour (sy, 57) € A(s) :

1€ (DY (D (1) (h Dg) =& M| = O(e")
pour tout ¢ > 0. La preuve du Lemme 8.1 donne alors :

()1 (hDg)* =[x, Q|| = O (e *1=9/7)

et donc, du fait que [Imz [(hDg)" ™2 (z — Q)"(hDg)sZ_" est uniformé-
ment borné :

[(6)*" (hDg)P~2(z — Q) '[x, @1z — @)y ||
= O(|Imz| e~ 179/ h) (8.24)

uniformément pour A assez petit, et localement uniformément par rapport
azeC. InsAe’rant (8.24) dans (8.23), on obtient donc (en utilisant aussi le
fait que 9z f = O(|Imz|™) lorsque |Imz| — 0) :

16y (h D)~ (1 = f(Q) x ¥ || = O(e”*727"). (8.25)
Revenant maintenant a (8.22), on écrit pour tout (s}, s5) € A(s) :

()1 (hDe) ™2 fF(Q)xy ™

= [(hD O F(Q)r (v 6 e

—00
t

= () / ()5 (hDg) 2=/ F(0)(hDg)

—00
x ()1 (hDg)P~5r* (¢, 7, §) dtf

et donc, par Cauchy—Schwarz et en utilisant (8.19) :

46" (D)™ F (@30 |[Z2cr, <

1 / / U ,
< (W / (t")~51||(hDg) ™22/ £(Q) (h Dg)*2* ||

—0o0
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2

t')1||(hDe)P2rt (1, T, S)HLZ(R’XR@ dt’)
t

gcge—Z(E]—E)/h(t>2S1 /( ) 251

x f(Q)(hDey>" | dt’ (8.26)

ol ¢ > 0 est arbitraire, et C, > 0 est une constante. Revenant ensuite aux
variables x de départ et utilisant (5.5) ainsi que le Lemme 2.4 de [6] (qui
se généralise sans probleme a notre cas matriciel), on obtient :

[(hDg) =21 =C1" F(Q) (hDg)> |
— ” (x)—szei(t—t/)P/hf(P)<x>sé—p||
— O((t _ t/)Max(—sz,sé—p))

a condition que s} vérifie en outre :

(hD )~ Szei(t—'/)Q/h

sé —p < 5. (8.27)

Insérant cette estimation dans (8.26), on trouve alors :

[0 h D)™ F QXY [ 12m, ey
t
=0 <62(Z‘1 75)/h<t)251 / (t/>—2x; (t — t/)2MﬂX(*S2,Sé—p) d[/> (8.28)
—00
uniformément per rapport at et h. Notons ici que le membre de droite

sera fini a condition que s; et s vérifient s; + s, > 5 et S| =8+ p> %
Pour la suite, on supposera en fait que ’on a :

et s;<p (8.29)

’ 1
S1>§

de telle sorte que (8.27) sera également automatiquement satisfaite. Dans
ce cas, on peut écrire :

t
/ (t/)—~2si (t _ t/>2Max(-—s2,sé—p) dr’

—0o0

< < / + / ) (t/)—Zsi (T _ t/>—2Min(sz,p—sé) dt’
/=t Zt]/2 | —t]<]e]/2
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Ir1/2
oy [ eia)
0

O((1) 627D (1)~ In(r))
si 2Min(s, p — s5) > 1,

O((t) —ZMin(Sz,,O—Sé) + <t> l—-ZMin(Sz.p—.&‘é)—ZSi )

si 2Min(s, p — 55) < 1.

Pour optimiser cette estimation, il nous faut maintenant essayer de choisir
s le plus grand possible, et s le plus petit possible. Tenant compte des
contraintes (8.29) sur (s}, s5) € A(s), on voit que si &; > 0 et &; > 0 sont
choisis assez petits, on peut prendre :

[ .
=9 5 €1,
S£=S;+%+82:S—81+82.

D’autre part, puisque (s, s2) € A(s —1/2) N A(p — s) on peut supposer
sans perte de généralité que s, < Min(s — 1/2, p — s) et donc aussi,
quite a diminuer un peu &; et &, que s, < p — s5. Insérant I’estimation
précédente dans (8.28), on obtient alors :

s -5 £ 2
16 (D)™ F @YXV |2, ey
6—2(21—s)/lzo((t>2(b‘1—Sz) + <[>2(“1_'Y;)]n<f)) sisy) > 1/2,
_ , (8.30)
8—2(21—8)//10((l,>2(s1~—x2) + <t>|+2(“"l_“‘2“-"1)) si $2 < 1/2

Par hypothese, on a : s; —s, < —1/2 ainsi que s; —s < —1l ets > 1. Par
suite, quitte a diminuer encore un peu £y, On aura :

251 —s) =2(s1 —s) + 1+ <—1;
14+2(s) —s2 —8)) =2(s1 —52) —2(s — 1) + 2 < —1.

Intégrant alors (8.30) par rapport a ¢ € R, on trouve finalement :
s -5 £ 2 — _
()" ¢h D) ™2 F( Q) x ¥ H[[ 2 gnsny = O (€251 71) (8.31)

ce qui, avec (8.25), donne le résultat voulu. 0O
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9. AMELIORATION DES ESTIMATIONS

Suivant la procédure de [1], on va maintenant réutiliser la Proposition
7.1 en tenant compte de 1’information complémentaire apportée par la
Proposition 8.1. On introduit le nouveau poids :

85 (1. 6) = 7 (t, T — %) Ljin v, 400( (T)

avec
L@ A) = Liup vy a g W) £1(T, &) + 1, inev g (M)
A (0) inf V; (0)
K K
X Min< ¥ +/——-d9; P —dé
{ PN 1+A 276 }
1

+ Linf vy +00] (A) X1

f5 (70, 1) est donc une fonction continue par rapport a A sur R, et atteint
son maximum en un point A2+ €]y, inf Vi[ tel que :

= fF(3) =3 %,.

De plus, g; peut étre approchée en norme L™ par une fonction g€
C>®(R™*!) vérifiant (7.4) ainsi que :
g’{r—§2>ian1—2£;|r—r0|<28} =21 —é

avec &1 > 0 arbitrairement petit. Du fait que AMin(s — 1/2, p —5)) C
A(s), on peut appliquer la Proposition 7.1 avec cette nouvelle fonction
g etavec (s1,52) € AMin(s — 1/2, p — 5)), et on obtient alors en tenant
compte du résultat de la Proposition 8.1 :

1(€)2(hD)Y* (WD, (1)*1 (hDg) 2% /Ay || = O (/") ©.1)

pour tout k,/ € N, et en choisissant § et u assez petits en fonction de
& > 0 arbitraire. De maniére similaire, on obtient pour ¥~ :

(€Y (AD)X (D) (1) (hDg) ~2e82 /My~ || = O (/1) 9.2)

ol g5 (1,8) = f5 (t, T — E*) sy, 1oo[ (T) avec :

o (T, A) = 1o sup vy ) (M) 21 + Lisup vy 2,1 (A)
Vol. 71, n® 6-1999.
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k(6) Kk (0)
sup V; VT -0 PN 21+/2' 0}

+ 1, inf v (A) f1(2, A).

X Min{Zl +

En particulier, f; (7o, ) admet également comme maximum X5, qu’elle
atteint en un point A, €]sup V,, A;[. Comme pour le Lemme 8.1, ces
estimations permettent ensuite d’obtenir :

|6)° ¢ D) 200", QI * || = Oe™*7/)

pour tout (s1, s) € AMin(s — 1/2, 0 —s)) et pour tout £ > 0,si u>0
et 8§ > 0 sont choisis suffisamment petits. Ici, Xz est une fonction de
troncature construite sur le méme modele que x* (cf. (8.18) et (8.3)-
(8.6)) mais en remplagant A; par A¥. A ce point, la preuve de la
Proposition 8.1 pourra aussi étre généralisée, a condition que I’on ait
Min(s — 1/2, p —s) > 1, c’est a dire :

—<s<p—1.
> 1Y
ce qui exige aussi que p > 5/2. Dans ce cas, on obtient :
—sy. 1% _ —(Zy—&)/h
[()"1 (hDg) ™29 ||L2(ﬂ:(r—§2)2:|:k:2t) =O(e” >/

pour tout (s1,s2) € AMin(s — 1, p — s — 1/2)). Continuant cette
procedure on peut ainsi construire deux suites de fonctions continues
(g] (t,€))j>2 et deux suites de réels (X )ix2 croissante et (k )ji>2
décroissante vérifiant :

g7 (10,8) + g; (10,6) = o pour 7o —E2 €A}, AT
j—1
gl (10.6) > X :=Zz—"zo pour 7o — £ € [AT, 400, (9.3)
k=1

g; (10,6) > ;1 pour 7 — &% €]—00,A7]
et telles que, si j =2 ousi j > 3 vérifie :

-2 3
s——2—>1 et p——s—]—2——>1

Annales de I'Institut Henri Poincaré - Physique théorique



ESTIMATIONS EXPONENTIELLES 591

alors, pour tout (s;,s,) € AMin(s — (j —1)/2,p — s — (J—2)/2)) et
pour tout ¢ > 0, si § et p sont choisis assez petits :

(2} (h D)2 My | = O (/7). 9.4)

En particulier, on voit qu’avec la définition (2.13) I’estimation précé-
dente est vraie pour j = N(p) et

dans le cas p > 5/2, et pour j = N(p) et 1 < s < p dans le cas p<5/2.
On obtient alors entre autre :

1) e/ Myt | = O (e5/h). 9.5)

10. FIN DE LA PREUVE DU THEOREME 2.1

On revient maintenant aux formules (3.3) et (4.3) qui, du fait de
I'indépendance de ces quantités par rapport 4 ¢, donnent aussi :

A(QOO_’ (p(—)'—) = CO<<’>_IW_» (t)_l¢+>L2(Rn+2)®L2(Rn+2)

-1
co= (/(t)_zdt> =xl

R

avec

Utilisant alors (9.5) ainsi que la Proposition 6.1, on trouve par Cauchy—
Schwarz :

Alpy ¢) = O (e =)

pour tout ¢ > 0, et avec

XY= Min{ sup (g;,(p) + g}t(p))’ C}

[T—70|<28

ou C > 0 peut étre prise arbitrairement grande si on a choisi 4 assez petit.
En particulier, utilisant (9.3), on voit qu’on a alors :

5> g1 —2C,8
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C = su a - + +
g Ir—ro|p<25‘ T(gN(/’) gN(p))l

est indépendant de ¢ et 4.
Le Théoréme 2.1 s’en déduit alors immédiatement en remarquant que

Znpy-1= X (p).

11. UNE GENERALISATION

Comme cela était le cas dans [1], on peut ici aussi essayer de
généraliser le résultat précédent lorsque 1’hypothese (2.8) est remplacée
par:

inf (Vi(x) = V2(x)) > 0. (11.1)

Pour cela, il faut tenir davantage compte du comportement des fonctions
relativement a la variable x, par exemple en remplagant la transformation
G par la transformation de FBI globale T définie par :

Tu(t,x,t,&)
—C / 1= EN Bl =54 =y 2y () s dly
avec C = 27 tD/2(zp)=3¢+D/4 Un analogue du Corollaire 7.2 peut

alors étre prouvé en prenant pour g; n’importe quelle fonction C™ de
(t, x, T, &) positive ou nulle vérifiant :

Suppg), C {|T — 52 _ Vl(r,x)erVZ(t,x)l < inf(VJZ—VL) —e
It — Tl < 268}; (11.2)

|t +ipndigr — (€ +indrg)® — Vj(x —drg1)| > & surSuppg,

£

ou I’on a noté :

- 1 1
0y = —0; +i0;; 82:—8,(-}—1'85.
u “w

Notant ensuite X := inf, cgn SUP( 7 £)ern+2 81(F, X, T, &), I’analogue des
estimations (9.1) et (9.2) pourra également étre obtenu en prenant pour
g5 n’importe quelle fonction positive ou nulle telle que :
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gib =0 sur {:t(l' _ 52 v (x)-;Vz(x)) < _inf(Vzl—Vz) + &;

|t — 10l <26};
g;: — 21 sur {:E(T _ §2 _ Vl(x)-;VZ(x)) > inf(V|2-—V2) —&;
|t — 70| < 28};
4 (11.3)
Suppvgzﬂ: c {|‘t’ _ 52 _ Vl(t,x);—vz(t,x)l < inf(Vlz—Vz) —&:
|t — 70| <28}

|t +i,U«518§t - (¢ +i,u52g§:)2 - Vilx — 52g§t)| 2 é;
sur Suppng.

\

On peut ensuite continuer de maniére naturelle cette construction, et
obtenir ainsi pour tout j < N(p) des conditions sur les fonctions gjE qui
permettent d’avoir un analogue de 1’estimation (9.4). Optimisant ensuite
comme dans [1] le choix de wu et de ces fonctions gj.:, le résultat du

Theoreéme 2.1 sera vrai avec X' (p) remplacé par ZN‘(p) = infRon+2 (g;( ot

g;/(p))'
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